g

Capitulo 5

Transformaciones Lineales

5.1. Concepto

Sean (V,+.R.,-) y (W, +,R, -) dos espacios vectoriales sobre el campo de los 'reale%s. La funcién
/:V — W es una transformacién lineal o una aplicacion lineal, si y slo si satisface las dos

condiciones siguientes:
1. La imagen de la suma de dos vectores cualesquiera de V', es igual a la suma de sus imagenes

en W.
En simbolos: VZ, % e V; f(T + ¥) = f (Z)+ f(¥).

2. La imagen del producto de cualquier escalar por todo vector de V, es igual al producto de

escalar por la imagen de ese vector.
En simbolos: Va e RAVZ € V : f (@Z) = af (7).

El wnico vector del segundo espacio vectorial (W, +,R,+), que por la funcién “ f7 corresponde
a un vector del primer espacio vectorial (V, +, R, -), se denomina imagen de ese vector.

Significa que:
_.V f u(;) imagenes)
X = - f
TN—ANNAE—B
247 - SO = [RD)
ad > f(aX) = afi®)

. Las dos condiciones anteriormente mencionadas se pueden reducir a una s6la, de la manera
:siguente: f:V — W es una transformacién lineal si y s6lo si:
Vo, B ERAYZ, Y € V; f(aT + 87) = af (Z)+Bf(Y).
—
€ Ry todo V; € V, obtenemos la propiedad basica de las

Generalizando, para todo o
transformaciones lineales:

f (alvl + azvz +-0 4 anV,,) =af (‘71) +asf (‘72) +ot tanf (V")

D , : ; -
€ donde, se puede concluir afirmando que las transformaciones lineales, preservan las combi-

haciones lineales.
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32 7 La funeidm
3 Yo - ’ 3 | ' 1 ”T'Q : i )
Ejemplo 5.1 ! Sean los cspacros vectoriales (RY, + R, )y

d “f " pg una tranaforma
: 2 > - . v) 2= (R4, g~ T2 terminar si “fi

£y R® - R? drf’lﬂ‘lda por: fl (»’ Y. 2) = (-{.'/- “ ir). Det

cién himeal.

a) fil(zi oy, 21) + (72,92, 22 )| = fi (@, 21) + Ji (@212, 22) lefinicion en fi:
finicion en Ji:
Desarvollando el primer miembro, aplicando suma en R3 y de

D)+ (x2,92,22)] = N (¢y + 2,0 + Y2, 21 22) l
TF (22,00, 2)] = [Blten(atz) - 7@t 1)

&8

h [(J‘h.’lh.,
N [(1‘1-3/1-

(33

w2 .
. “f,” y suma en R
Desarrollando el sequndo miembro, aplicando de finicion de “f1 Y

fi(@y, 21) + fi(T2,92,22) = (Byry 21 — T71) + (3y2, 22 = T22)
fi (@ y1,21) + i (@2, 42, 22) = [3(?/1"”3’2)’(214'22) — 7 (x1 + 75)]
". Cumple.

b) fl [O’(‘Tu?/'z)] = afl (:l:vyvz)

Comenzando del primer miembro y efectuando las operaciones indicadas:

X4, X2,%3 X4 ) [= {5 (XX XX2,00X3 8(X4 }
_[-300Xy, 2651 10%y - %XX <)) =i
E [01 (z, 4f2) | 84 [3ay oz = Taz)

= O { =2 AuheX A‘\ 1\,)/
Lo Ku) ot (2Xat \f'[ (2,9,2)] = [a(3y),a(z—1Tz)
= J'('"",Q)y/{'lC)(13)3fl[a(.’L',y,z)] Vi a[3y,2—7.'13]

|

h [a (I>y)z)] =af, (a:,y., Z)

*. Cumple.

Por tanto, “fi” es una transformacion lineal.

2. Dados 'los espacios vectoriales (R*2 + R, )

3 :
definida mediante: y (R%+,R,). La funcion f2 : R®? _, RS

5[ 7r 3
fa ( T3 T, ) = (—3z4, z, + 523, ) — 8)

se constituye una transformacion lineal.

I, =
VAl ) () -a(z 2) e )

Averiguar si “f,”

Ys Ya

Desarroll ;
ando el pri ' ; -
primer miembro, aplicando suma en R**? y definicion de f:

X p
f2 {( :C; ‘;;2 ) + ( N Y2 )] — f2 ( ) + Yy Ty + Y2 )
. Ys Ya .

Tyt ys Tqt ys

T I3 noy
f2[( T3 $4)+(y3 :yi )] T ["‘3(.’174‘1”'[/4) (Jg + y2) + 9 (w3 + ¢ y3), ( l['*‘!/l)“&,
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D3
e suma en R*.
Desarvollando el sequndo miembro, aplicando la definicion de f, y

> 5 — 8

mif *1 + i Y2 ) = (=3x4, 22+ 53,21 — 8) + (—3ya, ¥2 + 5y3. U )

o= ( T3 Iy " Y3 Ya -
(D ) ( 0w ) = [3(@itya) (@atpn) +5(@+ws) (@ +y) — 16
2\ 2y Tq 2 Y3 Ya

. No cumple.

En consecuencia, “f2” no es una transformacion lineal.

: ' : R* — R3 definida
3. Sean los espacios vectoriales: (R4, +,R,) y (R3 +,R,-). La funcién f3:R fi
por:

f3 (1:17 T2, T3, ‘7:4) A (—.3‘7"4’ 21:2 + 10’ s 7:]:3)
Determinar si “f;” es una transformacion lineal.

4- Dados los espacios vectoriales: (R, +,R, ") R

R, ). La funcién fa: R® o R2x2
definida mediante:

Y < 41:0—2 —932.1/ )

Averiguar si “ a7 constituye una transformacion lineql.

En sfmbolos: N(f) = {? A /| f(Z)= B’W}
Gréficamente:
f W
vo (AN

5.2.1. Propiedad

El nicleo ge toda

« AN\ N/ subespacio del
transformacién lineal entre dos espacios vectoriales, es un subes|
primer €spacio vectori

- el nicleo
> ellos hallar el nuc
Ejemplo 5.2 Dadas las transformaciones lineales siguientes; en cada uno de ellos
respectivo:
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R? = R? defimdo por: ¢ (r.y,2,1) = (2 ~ 49, 0.t + 52)

Y

Pow e hﬂ?t"h"?}

) €R* /g (z.y.2.1) = (0,0,0)}

Nigi) = (r.y. 2 :
B : ) €R*/ (2r - 4y,0,t +52) = (0,0,0)}

N(p) = {(.r. Y, 2
‘ ando un sistema.
Luego. wgualando sus componentes correspondientes y forman

0

2r —4y=0 = =2y
{t—LE)

0 =\W~£ -5z

&8

I
I <

De donde: /
( ‘\'(gl):{(‘lly,z.t)ER“/,’L‘:Qy/\t:..Sz}/l

! Iy T2 i — w,
2. g2 : R*? — R3 definido mediante: gs ( M, ) I£(0, 3, —84~="TT2)

N(g) = { ( % ) € R*?/g, ( = ) = (0,0.,0)}
N(g) = {( & ) € R2X2/ (0, 3T — T4, =7x3) = (0, 0,0)}

I3 T4

V=l
3.’1,'1—1,'4:0 = 1134=3IL‘1
=lg2=0 = 1,0

Luego:
N (g2) = {( 2 ;’: ) € R /2y =311 A2y =0 Ay € R} //

5. 93 : Ra i R3 d(f'ﬁﬂaldo por: gs (zly];2a$3) = (31‘2 w 91'1,0,81'3).

4 94 : R¥3 S RY definido mediante-

94($ o o ) = (22 + 6t, —5u, z — 7w, 0)

t u w

5.3. Imagen de una transformacién lineal

La imagen de una transformacion lineal f : V — W entre dos espacios vm-t‘f)w\d‘vﬁ‘\.:,:t;:
el campo de Jog reales, es el conjunto de todas las imagenes de los vectores del primer e
vectorial,

En simbolos:

1N ={f(@) )7 eV)
Asimismo: 1 (f) = {7 ¢ W/3Z eVAf(T)=T7)
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Grahcamente:

5.3.1. Propiedad

\X 1. . T g 5 acio del se-
La imagen de toda informacién lineal entre dos espacios vectoriales, es un subesp
gundo espacio vectorial.

Ejemplo 5.3

Sean las transformaciones lineales siguientes; en cada caso hallar la imagen
correspondiente:

1. h] : RS A R‘/hl (1’1,1‘2‘1:3) = (23:3 - 5:1:1771:213:37 —‘1131)-
Por definicion:

I(h) =

{(W1:¥2,y3,9a) € R* / 3 (21,22, 73) € R® A hy (21, T2, 3) = (Y1, Y2, Y3, a) }
I(h) =

{(1,92,y3,9a) €R? [ (2r2 — 521,725, 23, =21) = (y1,%2, Y3, v4) }

Luego, igualando sus componentes correspondientes y formando un sistema:

(1) 2z3 — 5Ty =1,

(2) 7.’172 = Y2

(3) T3 =y3

@ Lro=w(-) = a=—y,

Reemplazando valores de (3) y (4) en (1 )

2(y3) 5 (R & Y1

23 +5ys =
De donde:

I'(hy) = {(31, 92,93, 94) € RY [ Y1 =2y3+5ys Ay, € R} //

2. hy:R%2 o IR?X‘L’/}Z2 (I1,$2) s ( —I 0
7z, + 529

— By x ' o
I(h2) == {(y; yi)ERz 2/3($1,$2)€R2/\h2($1,$2)=<yl y-)}

Ys Ya
1 (h,g) = {( LARN'D) ) € R2x2 / —I 0 . Y1 Y2
Ys Y Txy+522 2 /] \vs wa
(1) —zy =y (<1) = z=-y
(2) 0=y
(3) 7Ty + 512 = Y3
(4) Iy = Y4




Sustituyendo (4) y (1) en ()

Wa+5(-m) = i
Tya =5y = s

Luego: 1 (ha) = {( z; Z’:’ ) € R2x2 [ Ys=Tys — By Ny = ()} //

S hy:R?2 o Ra/h3 (.’l‘]..’L‘Q) = (-.732,81'1 & 31'2axl)

0 I3 —T2
. 3 — [R2x3 - . .
4. }¢4 : R R /,I,4 (.171,.1/2,.’1,‘3) ( g.’L‘] 4:]:2 + 3 0 )

9.4. Coordenadas o componentes de un vector

Si un conjunto de vectores simbolizado por: { V} = { ¥y, V4 V'n} es una base del espacio

vectorial (V, +, R, -), entonces cada vector de V. puede expresarse de modo tinico como combinacién
lineal de la base, puesto que los vectores de la base son linealmente independientes y adem4s sistema
de generadores.

Significa que:

Si T € V, entonces existen Yy son tnicos los escalares: ay,as, ..., Q,; tales que:

T =a11—/)1 +agl—/)2+~-+an‘7n

Los escalares a; reciben el nombre de coordenadas o componentes del vector T, respecto de la

base dada.
— — — — . .

Dada la base {V} = {Vl, Va\, Vn} del espacio vectorial (V,+, R, )

cada vector 7 € V como una matriz col
—)

Z respecto de la base { V}, es decir:

» se puede expresar a
umna, cuyos elementos sean las coordenadas del vector

03]
— \ 02
KT :
Qp

Ejemplo 5.4 Determinar las coordenadas del vector 3 — (2,-8) del espacio vectorial (R, +.R.-)
respecto de la base: {V} ={(1,-1),(2,0)}

Desarrollo:

— —
T = ogVi+aV,

(2,-8) = a;(1,-1)+aa(2,0)
(1) { ap + 209 = 2

Reemplazando valores de (2) en (1)
8 + 20!2 =2
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(=)
= -8 y —3; que s¢ puede
Por tanto, las coordenadas del vector: T, respecto de la base {L } son: 8 y i

esenbir de la forma swquiente:
R o 8
" { % } = w3

5.5. Matriz asociada a una transformacién lineal

: iales . R, -

Sea la transformacién lineal f:V — W entre los espagion vcctorzx}les _(’V, ¥ H_R_; )y (W, +, i )
de dimensiones finitas “n” y “m” respectivamente. Si {V} = {Vl, 3.5 Vn} €S una base
de V y {W} = {Wl,ﬁ’z,...,ﬁ?m} es una base de W, entonces la transformacién lineal “f”

queda caracterizada, por una matriz “A” de orden (m x n) que denominaremos, matriz de la
transformacién lineal respecto de las bases.

Para encontrar la matriz de una transformacién lineal “f” entre dos espacios vectoriales,
respecto de una base en cada espacio, se determinan las imégenes dadas por “f” de los vectores
de la base del primer espacio. Se expresan estas imagenes en términos de la base de] segundo
espacio, es decir como combinaciones lineales de los vectores de la segunda base. La transpuesta de
la matriz de los coeficientes, es la matriz de la transformacién lineal respecto de las bases dadas.

Ejemplo 5.5 1. Seq la transformacion lineal g 4

f:]R?'_’Rs / f(at,y) = (x,—y,a:+y)

y las bases: {(-2,1), (1,3)} enR? y {(2,0, bkt 1], ,(0,0,2)} en R3,
Hallar:

a) La matriz asociadq a “f”.

b) Utilizando 1q matriz asociada, hallar lq imagen del vector: T — (3,-4).

Desarrolio:

a) Primeramente obtenemos las tmdgenes dadas por “f” de los vectores de la base del

. . - . 3 R s vectores
primer espacio y €rpresamos esas imdgenes como combinaciones lineales de los vec
de la sequndg base, es decir:

f(=2,1) = (=2,-1,-1) = e (2,0,1) +.oa(1 1,0 + a3 (0.0.2)
FAL3) = (1,-3,4) = 8,(2,0,1) + 5,(1,1,0) + 55 (0.0.2)
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Realizando operaciones y formando sistemas:

B+ 28,
(=2, =1, -1) = (20a; + az, a2, a1 + 2a3) (1,—3,4) = (26, + B2 gz*___’ll 3)
(1) 20 + ag = —2 (1) 2p, + P2
2 ity \ 6 i2p5 = 4
(3) a; + 2a3 = —1 1 3 )
Reemplazando valores en (1): Reemplazando valo-7:_es1 en (1):
20y + (—1) = =2 26, +(=3) =
l \
Ve 2 Sustituyendo en (111):
Sustituyendo en (3): 2 +28; =4
! 2B, = 2
—=+2a3 = —1 3
’ 1
203 = —1 + =
2
1
Q3 = '_2
g — ==

Luego, la matriz de los coeficientes estd dado por:

1 1
Matriz de los coef. = [ 41 92 43 ) , [ %R -1 —=
t ( B By PB; 22 _3 14

De donde, tomando su transpuesta se tiene la matriz asociada a “f”.

£
2
M=—| -1 -4
! 1
! 1/
b) f(T)=f(3,-4)=?
Para tal efecto es necesario calcular )
previamente | -
respecto de la base R?, es decir- R SRR N tor T = 3 —~4)
— =g & —
r = A1V1+)\2V-2
(3,-4) =

A(=2,1) + Ay (1,3)

(1) { —2A1+ Xy =3

(2) A +3\=-4 (2
Tomando (1) y (2):
—2/\1 + /\g =3
2\ + 6y = —8
Tha = —5

k3)
/\2=——




